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1．2・elemeロtaオy　K3曲面とそのモジュライ空間
1．1格子偏極1く3曲面．Xをコンパクト複素曲面とする。　Xは次の条件を満たす時
K3曲面であると言われる：
σユ）　　　　　　（1）が（X，Ox）＝◎，（2）κx竺Ox．
（2）によりX上には至る所消えない正則2形式が存在する。この正則2形式をωx
と書く。定義からωxには非零定数倍の自由度がある。Xは実4次元多様体なので
駆（X，Z）に交差形式を付加することにより格子と見る。この時、次のことは良く知
られている。即ち、等長写像φ：凝2（x己）…≡Lκ3：＝U⑭e互8（－1）＄2が存在する。
φを⊇・・と言い・㈲を｛dK3鰍いう・ここで・σイ！；）・ま
2一次元ユニモジュラー双曲型格子であり、E8は8次元正定値ユニモジュラー偶格子
である。又、格子．Mに対し、　M㈹でMの内積をた一倍した内積を持つ格子を表す。
以下、格子とその交差行列をしばしば同一視する。
　Ma盛ed　K3曲面のモジュライ空間Ωと普遍族が存在することが知られている。し
かしΩ、又はその自然な商空間Ωは保型関数を考える舞台としては適切ではない。
自然な離散群0（．Lκ3）（格子Lκ3の自己同型群）がΩ，Ωのいずれにも固有不連続
に作用しないことが、理由の一つに挙げられるであろう。そのために偏極を固定した
モジュライ空間を考える。一般に偏極は格子で与えられる。
　K3曲面Xに対して、5xをPicard格子、職を超越格子とする：
（1．2）　5x・＝｛1∈丑2（X，Z）；〈1，ωx＞＝0｝，籔・ニ5ま∩万2（X，Z）．
定義1．1．5をLκ3の双曲型原始的部分格子、即ちLκ3／5は自由Z一加群で、符合
（1，＊）であるとする。K3曲面xが5－K3曲面であるとは、　markiロgφが存在して、
φ（5x）⊃5が成り立つことである。このようなm碇kiロgをぷK3曲面のma掘ng
と言う。口
注意．上の定義は1）01gachevによる5－K3曲面の定義（［D］）よりも少し弱くなって
いる。通常はK3曲面と包含写像ゴ：5一・5xの組の適当な同値類を5－K3曲面と
言う。（上の定義では同値関係が1珂より一般に強い。）□
　Marked　5－K3曲面（X，φ）に対して、その周期領域Ω5と周期w（X，φ）を次のよ
うに定める。
定義1．2．
　　　　　　π（x，φ）・＝［φc（ωx）1∈Ωs，
　　　　　　Ω5・＝掴∈P（既）；く・，司＝o，〈・・淘＞o｝，T＝s⊥．
ここで、φC：＝φ⑧C，2セ：＝？㊦C等である。灘
　ア（5）：＝ア彪5とすれば、dimΩ5＝20一ア（5）である。Ωsは2個の連結成分から
なり：Ωs＝ΩさUΩ三、各Ωきはw型対称有界領域と双正則である。Nikuhnによ
ればmarked　5－K3曲面の普遍族が存在する：
（13）　　　　　　　　　　　　　アs：ズ5→Ω5．
Ω5は非Hausdorff非特異解析空間であり、周期写像πs：Ωs→Ω5は至る所局所
同型で全射であることが知られている。
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1．22－elementa℃y格子と反シンプレクティク対合．我々はLκ3の原始的部分格子
の中で、2－elementary格子に興味がある。これらの格子を偏極に持つK3曲面は反
シンプレクティク対合を持つからである。
定義L3．偶格子Sが2－eleme加訂yであるとは、　Sの内積による双対格子を5＞と
する時、A5：＝S∨／5≡（露／2Z）Z（5），彦（3）≧9、と書ける時をいう。　口
　5の不変量として、ア（5），5gれ8＝（r＋（5），ア＿（s）），　z（5）：ニdimF、　A5は自然であ
る。それ以外に｛0，1｝一値不変量δ5が存在することが知られている（［Kn，定義（2．12）D。
Nikuhnによれば、不定値2－elementary格子の不変量（γ＋，r＿，1，δ）はその等長類を
決定する。Lκ3に原始的埋め込みを持つ2－eleme加秘ry格子はN“iku1桓により分類さ
れている（［珂）。又、T＝5⊥に対して、痴とA5は自然に同型であることが知ら
れている。
　Lκ3に原始的埋め込みを持つ2－elelnentary格子と代数的1（3曲面の反シンプレ
クティク対合について説明する（｛K且，§6］も参照）。Lκ3の部分格子万＝5㊧㌘を
考えると、その上には次の対合∬5：万→L’が存在する：
（1．4）　　　　　　　　　∫5（ヱきy）エ（¢〉一賀）　（苫ぐi5，霧∈苦）・
Nik磁nによれば∬5はLκ3上の対合15に一意的に拡張される。従ってmarking
により15は勝手なmarked　5－K3曲面（X，φ）のコホモロジー格子上の対合を定め
る。これをなとする：Zx：＝φ式。∫s。φ．塚がいつX上の対合から誘導される
かは次のPiatets已一Shapiro，　ShafareWch及びBums，　RapoportによるTore姐定理
からわかる。
定理1．1．（X，κ），（X7，κ’）をKahler　K3曲面とする（κ，κ≠はK義hler類）。次の条
件を満たすコホモロジー格子の等長写像7：悟（X，Z）→丑2（X’，Z）に対し：
　（1）　　つ℃（ωx）＝λω」￥・（λ∈（C＊），　（2）　　γR（κ）＝κ’，
同型写像g：X’→Xが一意的に存在してg㌧γである。ロ
　1xがXの対合から来ていることを見るには定理1＞の（1）う（2）を叉二X’に対
して確かめれば良く、次が結論される。
　△T＝｛4∈T＝5⊥；〈4，の＝－2｝をTのルート全体とする。各∂∈△Tに対し
て、dの鏡映面を』陥とする：疏：＝｛コc∈Ω5；〈¢，の＝0｝．Ω5の判別式軌跡を冗ぶ，
その補集合をΩ2で定める：
（1・5）　　　　　　　　　　　　　　　　？プ5：＝：　u　　∬〈《，　　Ω§：＝≦）ぷ＼？¢M・
　　　　　　　　　　　　　　dG△↑
この時、πs（X，φ）∈Ω9ならば、X上に対合いX→Xが一意的に存在して
（1．6）　　　　・＊＝φ　1。∫s。φ，ん炉一ωx
が成立する。（1．6）の2番目の条件を満たす対合を反シンプレクティク対合と呼ぶ。
逆に、代数的K3曲面X上に反シンプレクティク対合Lが与えられたとする。〆の
∬2（X，Z）への作用に関する不変部分を碑（X，Z），反不変部分を∬三（X，Z）とする。
∬‡（X，Z）は代数的サイクルから成るので、　Lκ3に原始的埋め込みを持つ双曲型偶
格子であり、Nikulinの定理より2－elementaryである。　Xのmarkingφを固定し
て、LK3の2－elementary原始的部分格子5を以下の様に定める1
（1の　5・＝φ（醒（x，2））＝｛ξ∈五R・；右（り＝ξ｝，1・・＝φ・・㌔φ一1・
この様にLκ3の2－elementary原始的部分格子（の0（Lκ3）一作用に関する同値類）
と反シンプレクティク対合を持つK3曲面の不変格子とはユ対1に対応する。
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定義L4．反シンプレクティク対合を持つ代数的K3曲面を2－eleme滋a巧K3曲
面と言う。（X，のがS－2－elementary　K3曲面であるとは、　markingφが存在して
∫5＝φ◎L‡。φ…1となることである。このようなmarldngを5－2－element　ary　K3曲
面のm碇k桓9と呼ぶ。　［コ
注意．筆者は以前（X，↓）をg凹eralized　Enriques　surfaceと呼んでいた。　Enriques曲
面は本来（zの固定点が無い条件の元で〉商空間Xμのことである。るが固定点を持
つ場合、商空間X／6は有理曲面となり、それをEnriques曲面と呼ぷのは奇異であ
る。（そもそも商空間Xμとは組（X，ののことであった。）その点を考えて、本稿
では（X，のを2－eleme滋a理K3曲面と呼ぶ。以上の指摘をして頂いた森重文先生に
感謝します。又、2－elementary　K3曲面という名前を以前に考えて頂き、その基本的
な性質を御教示頂いた金銅誠之先生に感謝します。　〔コ
　（1．3）と同様に、Marked　S－2－elementary　K3曲面のモジュライ空間とその上の普
遍族が存在する：
（L8）　　ア5・（栂，・5）→酪，・s・勾→勾，πs（埠）＝Ω膓
15を定義1．4の対合とする時、ヱs：Ωs∋（X，φx）→（Xバ5φx）∈ΩsはΩsの対
合を定める。Ω6はZ3の固定集合として得られるΩぷの開集合である。培は（1．3）
のκ5上の自己同型であるが、可1（κぷ）上のファイバーを保たない。従って、Lsは
対合の族としてはκ5全体に拡張しない。
　S－2－elementary　I（3曲面のモジュライ空間は以下のようにΩ1の算術商として得
られる。o（T）の指数有限部分群r5を以下のように定める。
（1．9）　　　　　　　rs＝｛glT；9∈0（1｝1（3），　go∫5：＝∫s　o9｝・
r5はΩ5とκsに固有不連続に作用し、Ω2／rsは準射影的代数多様体になる（B頑テ
Bore1）。簡単のため、以降ル㍑：＝Ω5／rs，ルf9：ニΩ6／rsとおく。Enriques曲面に
対するTorelh定理（堀川、浪川）と同様にして次が示せる。
定理L2（岡）．3－2－elemeぬry　K3曲面のモジュライ空間はM9である。口
　（X，L）を2－element　ary　K3曲面とする。‘の固定集合については次のことがNikuhn
（｛町，IKn，定理（6．3）Dにより知られている。
命題1．1．Xる＝｛⑳∈X；L（ω）＝エ｝を（X，のの固定集合とすれば、
…
｛（1）¢　　　　（5＝σ（2）ΦE8（－2）⇔（ア，1，δ）＝（1◎，1◎，◎（2）011）＋011）　（5＝σ㊥E、（－2）⇔（・，↓，δ）一（10，8，0）），（3）cω＋Σ∴、亙（上以外）．）あ
ここで、0（9）は種数gの非特異曲線を表し、玖は非特異有理曲線を表す。（3）の場
合、g及び兎は以下の式で与えられる。
　　　　　　　　9（5）＝・・」5）》1（s），ゐ（s）＝㍗（5）；1（5）・
（1）、（2）の場合にも便宜上それぞれg（S）＝0，1と定める。〔］
　．4g＝6g／兀をg一次元主偏極Abe1多様体のモジュライ空間とし、．4；をその佐
竹コンパクト化とする。又、ル｛§をル｛5のB副y－Borelコンパクト化とする。
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命題董．2．正則写像ゴ5：M5→Ag（5）を次のように定める：
ゴ5・M5∋（x，の→I」αc（xり］∈メ、（s）・
ここで・」αc（XりはX‘のJacobi多様体を表す。この時プsはル｛§からノ1；（8）へ
の有理写像に拡張する。但し命題1．1（2）の場合は、ゴsは52（．41）（．41の二次対称
積）に値をとる。日
1．3モジュライ空間上の一般化された保型形式．乙sをΩ5．ヒの重さ1の保型形式の
層とする。以下では乙5とそれに付随した直線束とを同一視する。rsは一般に自明
でない指標を持つが、r5／忙s，Tslは有限群になるため（Kazhd級）、その値はζ7（C）
に入る。rsの指標xに付随するルf5の直線束を閲で表す。又、乙gをノ㌔上の重
さ1のSiegel保型形式の層とする。（Siegelモジュラー群rgについても指標は有限
でg＞2ならば自明である。）乙s，£gはそれぞれル蟻。4；上の豊富直線束と同一視
される。命題1．2により」5のグラフrゴsのM苔×A；内での閉包は射影的代数多様
体であり、それをルfsと書く。この時、㌘1：ルf3→ルねは双有理正則写像である。
定義1．5．M5上の層鵬⑭乙；（5）閲の正則断面を重さ（p，q）の指標苦付き保型形
式と呼ぶ。ロ
注意．£§⑧乙；（5）図の正則断面を重さ（p，q）の保型形式と呼ぶのは本稿だけの呼び
方である。一般にこのような断面に名前がないので、ここではそう呼ぶ。以降、簡単
のため指標は略す。従って、単に保型形式と言えば、それはある指標付のものを意味
する。又、このような一般化された保型形式をΩs上の不定性を持つ関数としばしば
同一視する。□
　£s，烏はともにHe∫皿te対称領域上の保型関数の層なので、そのBe培m徽核か
ら定まる自然なHermite計量を持つ（Peもerssのノルム）。以降、£膓⑧C；（5）閲に
は£Mと£gのPeterss凹ノルムから定まる計量1・1（Peterssonノルムと呼ぶ）
を入れて、Her頭te直線束と見る。具体的には、タ（のを重さ（ρ，　g）の保型形式とし
たとき、ぼω‖2は以下の式で与えられる：
（1．10）　　1げ（y）ll2＝〈∫my，∬⇒論d・t∫mゴ，ω・げ（y）12、
ここで、Ω5を管状領域と同一視している。又、ゴs（y）∈隅と見ている。（dimル｛s＝
20一ア（5）に注意。）
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2．2－eleme玖土a巧K3曲面に亥寸する玲o紅e《選e宝極限公式
　（X，L）を2－elementary　K3曲面とする。そのKahler計量とはXのRicci一平坦
K＆hler計量であって、　L一不変なものを言う。（X，↓，κ）をRicci一平坦2－elementary　K3
曲面とする。↓は各仲，4）一形式の空間く匂（X）を次のように分解する：
（2．1）〈°，q（X）＝〈°・4（X）＋㊥〈°，q（X）．，〈⑪・9（X）士＝｛∫∈〈°・q（X）；・＊∫＝封｝．
口匂を（X，κ）のラプラシアンとすると、zが等長変換なことから口匂は各《°当叉）ま
を保つ。そこで次のように口㍗を定義する：［コ㍗：＝ロo・ql〈・司x）±．
定義2．1．（X，る，κ）の同変解析的トーションゲ（X，多，κ）は次式で定義される：
　　　　　　　　　　・（叉，らκ）・－rl（d・tロ錐q）（－1）qσ・□
　　　　　　　　　　　　　　　　9≧0
注意．γ（x，ちκ）はorbifold（x／‘，κ）の解析的トーションとも見れる。□
　対合に関する同変解析的トーションを考えることはKro鵬ckeΣ極限公式を高次元
化する上でそれほど不自然なことではない。実際、第0節で取り挙げた楕円曲線も
自然な対合L：藩→－2を持っている。この対合に関する同変解析的トーションを考
えても、Jac◎ぴの△潤数が現れる。
　前節の様に、XL＝Σ∴ぱを（X，のの固定曲線とする。各曲線にκの制限を考え
ることにより（ぱ，κc、）はK…ihler計量付き曲線である。従って、その解析的トーショ
ンτ（ぴ，κσ、）を定理0∪と同様に考えることができる。これらを用いて2－eleme澄這y
K3曲面（X，↓）の不変量を次のように定義できる。
定義2．2．（．X，　z，κ）を斑cd一平坦S－2－eleme武aTy　K3曲面とする。XL＝ΣL。　Qを
↓の固定曲線とした時、ア5（x，ちκ）を次のように定める：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユーrx・刈竿◎｛亘螂冷（Oi，κc‘）｝2・・
　A職kel◎v幾何学の観点からすると、アsは同変コホモロジーの行列式のある自然
な断面のQu田enノルム（をXの体積で補正したもの）である。
定理2ユ（［YD．以下、ア（5）≦17を仮定する。
（1）75はRic注平坦計量に依らず、モジュライ空間ル鳴上のC°°閲数を定める。
（2）ルfぷ上の重さ（ア（8）－6，4）の保型形式Φ3が存在して、以下が成り立つ：
　　　　　　　　　　　丁5＝‖倭s‖一ξ，d初（委s）＝鴛s。
（3）δ∈△（T）に対して〈5，δ〉を5とδで生成された2－elemenもary格子とすれば、
Ω〈s，δ〉＝亙δであり・Φ（s，6＞はΦsのHδへの正規化された制限で与えられる。即
ち、zを1rδの一般の点とした時、次が成り立つ：
　　　　　　　　　　〈・うξ5＞㌘　　　　　　　　　．　　〈ぴ，Zs＞
　　　　　　　　　　　　　　　　お　B説y－B◎re1によれば、保型形式の零因子はモジュラー多様体の豊富因子である。
従って、モジュラー多様体からその因子を除いた開集合は準アフィン代数多様体であ
る。結局、定理2．1より次の系を得る。
系2．1．5－2－eleme滋碇y　K3曲面のモジュライ空閲ル巴は、ア（5）＞6ならば準ア
フィン代数多様体である。ロ
委〈ぶ，δ）（z）「．，δ〉。Φ・H（z）ニ。－i元，。膓〈ω，δ〉倭・（祖）』
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3．Enエiques曲面の解析的トーションとBorcheτdsの¢一関数
　本節では前節の特別な場合5＝σ（2）㊥E8（－2）について、定理2．1の保型形式と
BorcherdsのΦ一関数との関係を見る。
3．1E且riques曲面．次の条件を満たす複素曲面γをEnriques曲面と呼ぶ：
（3．1）　（1）H1（酩OY）＝0，（2）KY呈OY，（3）鴎竺OY．
Enriques曲面は射影的代数多様体であり、その位相に関して次が知られている。
命題3．1．γをEnriques曲面とする。Z一加群として1牙2（｝7　Z）竺Zlo㊥Z／2Zであ
り、Z／2Zはc1（κy）で生成される。1互2（｝～Z）∫を1r2（酩Z）の自由部分とすれば、
等長写像φγ：1r2（｝「，Z）∫→E：＝σ㊥E8（－1）が存在する。ロ
　Eを命題3．1のEnriques一格子とし、　Lκ3＝σ㊥E㊥EをK3一格子とする。　Lκ3
上で次の対合∫を考える：
（3．2）　　　∫：σ㊥1ワ∈∋E∋（ん，τn，ητ’）→（一ん，m／，ml）∈σ㊥E㊥1ワ．
この時、L±＝恒∈Lκ3；∫¢＝土¢｝は次の格子に等長的である：
（3．3）L＋＝E（2）ニσ（2）㊥E8（－2），　L＿＝σ（2）㊥E（2）＝σ（2）Φσ（2）㊥E8（－2）．
E（2）－2－elementary　K3曲面とEnriques曲面との関係は次で与えられる。
命題3．2．γをEnriques曲面、　yをその普遍被覆空間とする。この時、　YはE（2）－
2－elelnentary　K3曲面であり、その対合をLとすればγ＝γ／Lである。□
　命題3．2より、Enriques曲面のモジュライ空間とE（2）－2－ele皿entary　K3曲面の
モジュライ空間とは同一視できる。
定義3．1．E（2）－2－elementary　K3曲面としてのInar］血gをEnriques曲面のmarking
と呼ぶ。又、E（2）－2－elementary　K3曲面としての周期写像をEnriques曲面の周期
写像と呼ぶ。口
　定理1．2より、Enriques曲面のモジュライ空間はルfE（2）＝Ωエ（2）／rβ（2）と同型
である（堀川、浪川）。
3．2BorcherdsΦ一関数．さて、　Borcherds（［B2］）はΩE（2）上の冗刀（2）を特徴付け
る保型形式を構成した。以下でその保型形式を簡単に復習する。まず格子A，Tを次
で定める：
（3．4）　　　　　　　　A＝σ㊥E8（－2），　T＝L＿＝σ（2）㊥A．
Aの光錐OAを次で定める：
（3．5）　　　　　　　　　（フAニ｛u∈A⑧IR；〈u，ヵ＞＞0｝．
Aが双曲型格子なので、CAは2個の連結成分から成る：CA＝σオ〕C亙．この時、
ΩE②は次の管状領域の表示を持つ。
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命題3．3．管状領域AR＋拓Aは以下の写像により、ΩE（2）と双正則である：
　　　　　　　耐…∋・一（G，一讐）・り・Ω・・…□
　BorcherdsΦ一関数は上の管状領域の表示を用いて次の様に定義される。　WAをA
のWeyl一群とする：
（3．6）　　　　　　　VγA＝〈SI；81（⑳）＝¢十〈¢，1＞1，　1∈△A＞⊂0（A）．
Aのベクトルρ，〆を次で定義する：
（3．7）　　　　　ρ＝（（0，1），0），　ρ’＝（（1，0），0）∈A＝σ㊥E8（－2）．
定理3．1（［B2D．　AR＋τ0オ上の正則関数Φで次を満たすものが存在する。
（1）Φは冗E（2）に1次の零を持つΩE（2）上の重さ4の保型形式である。
（2）∫my》0の時、Φは次のFourier展開と無限積展開を持つ1
　　　　　Φ（・）一Σd・・（⇒…W・）＞H（1－・　・・…ω〉）（－1）九8
　　　　　　　　　び　　　　　　　　　　　　　れ　　
　　　　　　　　一・・輌H（1＿e2・‘〈・，y））（－1）『早）．
　　　　　　　　　　　　　ア∈H＋
ここで、H＋は次で定まるAの部分集合であり：
　　　　　　　n＋＝｛Z∈A；〈Z，ρ＞＞0，・rZ＝卿（m∈Z＋）｝，
｛c（π）㍍≧＿1は次の母関数で定まる数列である：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Σ・（π）q㌔η（・）－8η（2・）8η（4・）－8，η（・）－q☆H（1－9π），4－e2π‘〔・□
　η＝－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π＝1
　さて、ΦE（2）を定理2．1の保型形式とする。E（2）－2－element　ary　K3曲面の対合は
固定集合を持たないから、ΦE（2）はΩE（2）上の重さア（E（2））－6＝4のrE（2）に関す
る保型形式である。定理2．1（2）によれば、ΦE（2）の零は冗E（2）に因子の意味で一致
する。従って、Borcherdsの定理（定理3．1）とKocher原理とを組合わせて次の定
理を得る。
定理3．2（ぎ］）．非零定数OE②が存在して、次が成立する：
　　　　　　　　　　　　　　　Φ＝OE（2）ΦE（2）・
特に、Ricci一平坦Enriques曲面（吃，κ）に対して、その解析的トーションは次の式で
与えられる：
　　　　　　　　　　・（其，κ）－o乞（、）・・1（其，・）｛1Φ（・）ll一え・
ここで、3＝πE②（ピ）∈ΩE②であり、0も②は普遍定数である。□
　定理3．2はHarvey－Moore（IH－MDによって既に観察されていたものである。
（Jorgenson－Todorov（［J－TDは次数2のEnriques曲面の普遍被覆曲面のラプラシ
アンの行列式がBorcherdsのΦ一関数であると主張しているが、これは間違いであ
る。実際、この関数は冗E（2）以外の因子でも消える。）定理3．1と3．2によれば、
Enriques曲面の解析的トーションはJacobiの△一関数に類似した性質（無限積展開
や判別式との一致）を持つ。この意味で定理3．2はKronecker極限公式の2次元版
と言って良いであろう。
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3．3無限積展開を持つ¢sの例．微分幾何学的出自が同一である以上、定理2．1に現
れる他の保型形式が定理3．1の様な表示を持つかは興味ある問題であるが、g（5）＝0
の場合には無限積表示を持つことが示せる。（実は類似のFourier展開を持つことも
示せる。第4節を参照。）
　（3．4）の表示で、σ＝Ze㊥Z∫，〈ε，e＞＝〈∫，∫〉＝0，〈e，∫〉＝1とする。この時、
δ＝δo＝e－∫∈△Aと置く。Milinorの定理によれば、δ⊥∩A竺∫1，8（2）＝〈2＞Φ〈－2＞8
である：
（3．8）　　δ⊥＝Zε㊥Zδ1㊥…　㊥Zδ8，　～＝2，　ピδi＝0，　δ｛・δゴ＝－2δ‘ゴ．
A：＝柑∩…∩δオと置く。五κ3の2－ele皿entary原始的部分格子5★と丑を次の
ように定める：
（3．9）　　　丑・＝σ（2）㊥A、⊂r，5、・＝暗∩L⊃E（2）．
容易に確かめられるように、g（S∋＝0，（r（5★），Z（5の，δsお）＝（11＋た，11－☆，1）であ
り、NikuHロの分類結果からそのような格子は上の毒　（の同値類）に限る。この時、
5た一2－elementary　K3曲面の周期領域はΩ5為＝1rδ。∩…∩Hδ，で与えられるが、命題
3．3の同型を用いて次の管状領域の表示を持つ：
（3．10）　A・R醜・・一（（；，一丘碧）り・Ω哉・
ここで、OA為＝OA∩A★Rである。7rた：AQ→AkQを直交射影とすれば、　n吉：＝
在（n＋）⊂ぱが確かめられる。さて、1∈蝶に対して∂た（1）∈Zを以下のように定
める：
（＆・・） 　み（㌦i絃1）　ゴ〉・（〈≒λ＞＞
（c㊥）ニ0がπ＜－1に対して成り立つので、上の和は定義できる。）定理2．1と
3．1，3．2を用いればΦsたが次の無限積表示を持つことがわかる。
定理3．3（｛Yl）．郎二πた（ρ）∈Aξと置く。y∈A★R＋‘OA友，∫m　y》1に対して、
Φ・（y）・＝e2π‘〈ρ為・y＞H（1－e2π⑭）dk（り
　　　　　　　　ε∈可
は絶対収束し、A服＋iOA．上の重さk＋5の保型形式に解析接続される。更に、
ぷのみによる正定数Os為が存在してΦsた＝Os、軌である。特に、次の公式が成り
立つ：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　 　　 アs為（y）＝Os友‖Φ七（3ノ）｝1一互・　□
注意．g（5）＝0以外では、（T，1，δ）＝（10，8，0）の格子（命題1．1（2））Sに対して、
Φsが定理3．1に類似した無限積展開を持つことが示せる。この場合、Leech格子に
関連してBorcherdsが構成したΦ一関数（を10次元の部分空間に制限したもの）と
Jacobi△一関数の積が現れる。□
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3．4φ3とテータ関数．本節では、前節のφ5、が∫2，2一型領域上のテータ関数の積で
書けることを説明する。Jacobiの△一関数が偶テータ関数の積で書けたことを思い出
せば、Φ5、はこの意味でも△（めの一般化になっている。
　上半平面の一般化として次の領域皿2を考える：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　漸γ一w＊（3ユ2）　　　面・・＝｛W∈M（2・2；C）；2ξ〉◎｝・
皿・・はΩ烏囎‖働・嚇肝M－・（び　　0◎　－12）四第働2次元
双曲型ユニモジュラー格子、万は2次の単位行列）を用いて以下の管状領域表示を
持つ：
（3．13）　　　　　　　　　　　　　　　　　正旺2＝M鼠十～／：ヨ（フ畜…≡Ω35．
（X，L）を55－2－elementary　K3曲面とすれば、（r，1，δ）ニ（16，6，1）であり、次のよ
うに構成される。P2上に一般の直線L1，…，L6を取り、それらの15個の交点を
ρ1，…，ρ15とする。この時、商空間X／zは取2115］（P2のp1，…，ρ15でのちlow－up）
と同型であり、対合の固定集合はXる＝L1∪…uL6となる。但し、．ちは五の
P2［151における固有像である。従って、55－2－eleme加ary　K3曲面のモジュライ空間
は評の6直線のモジュライ空間とも見ることができ、その場合の周期写像の逆写
像が松本により構成されている（［MD。
　6本の直線を3本の直線の2つの組への各分割に応じて、租個の偶テータ関数が
腫2上に存在する：
（3ユ4）　0⇒（司・一Σ・x圃（・拍）事獅軸）＋2R・叫
　　　　　　　　　　　m∈鯛2
ここで、α，淀｛◎，」吾P，♂旋2である。この条件を満たす（α，6）を偶と呼ぶ。◎。，6
とΦ5轟の重さと、零軌跡、Fourier係数を比較して次の公式を得る。
定理3．4（｛YD．（3．13）の同一視の元で次の等式が成り立つ：
Φ・（殉一岩Ho⇒・（w）・
　　　　　　（α，6）磁力e冗
特に・n（¢，る）e鵯πe¢，6は無限積展開を持つ。　o
　皿2は自然に62を含む：（う2＝｛ルγ∈正12；透じγ＝じγ｝．62上のテータ関数（定数）
をθα．6（づで表す。◎αφの色への制限を計算することにより次がわかる。
系3・L△5（ア）：ニrl（α刈．”．九θαβ（づを井草の保型形式とすれば・Φs、16、＝（2　6△5）2
である。特に、△5は無限積展開を持つ。e
　系3．1の結論はGritsenko－Nikulin（［G－NIDで得られていたものである。この系
により、△5の無限積展開が実はBorcherdsのΦ一関数の無限積展開から従うことが
わかる。
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4．解析的トーションとGe皿era1在d　Kac－Moody超代数
　本節ではGritsenko－NikulmのMirror予想に関連して前節の軌に（必ずしも一
意的ではないが）Gener訪zed　Kac－Moody超代数が対応することを説明する。以降、
Ge荘er姐zed　Kac畷o◎dy（超）代数をGKM（超）代数と略す。
4戊K3曲面に付随したGKM超代数．　Xを代数的K3曲面とし、そのP三c紅d格
子を5とする：S＝亮Cx．この時、実単純ルートの集合。△佗を以下で定義する：
（4．1）　　　　　　　　。ムアε：ニ｛β∈5；Eは非特異有理曲線｝．
NEF（5）：二但∈5∨；れは込ef｝をXの（一般化された）丘e£類全体の集合とする。
（5⊂5∨⊂5Qと見ていることに注意。）。△1鴛3△㍗を《マ五宕（5）の点列とする。
但し、各」VEF（S）の元は有限回しか点列に現れないとする：
　　　　　。△；㌧｛m（α）、α；・磁1V珂5），〈・，・＞＞o｝
（4．2）
　　　　　　　　　U｛τ（α）・α；・∈NEF（5），〈α，④ニ0｝（ピ0，1）．
ここで・m（α）華，↑（の峯∈2÷であり、m（⇒尋はαがm（¢）、回だけぶ△㌍に現れるこ
とを意味する。。△加：＝、△㌍∪5△㍗の元を虚単純ルートと呼び、。△㍗，。△㍗の
兀をそれぞれ偶虚単純ルート、奇虚単純ルートと呼ぶ。。△：＝s△呪∪。△加の元を
単純ルートと呼ぶ。
注意．代数的K3曲面Xに対して。ムアeは一意的に決まり、その幾何学的な意味も
明らかであるが、。△煽は（取り敢えず今の所）勝季で構わない。○
　、△＝｛ん‘｝る∈∫（ん元∈5∨）を単純ルート全体とし、（一般には無限次の）行列A＝
（α‘ゴ）（αるゴ＝〈㌧んゴ〉輌，ゴ∈∫）を考えれば、AはCartan行列の条件を満たす：
（4・3）　　　　　　　　（1）　　《≠戊＝⇒α毎≧◎，　　（2）　　九《｛三ぶ△「e⇒Ol巧∈Z．
Aに付随してGKM超代数g（S，。△衙）が定まる。
定義4．1．g（5，s△伽）は5R，　eτ，ゐ（i∈∫）で生成され、生成元の間には次の基本関係
式が存在する：
（1）撫はgの可換部分代数である。即ち、ん，んパ3Rに対して、［ん，んり＝0．
（2）ゐ∈5Rならば｛転εξ］＝＿〈私ち〉¢わ｛私凋＝〈私れう〉去．
（3）　｛eる，タゴ］＝δ毎九‘．
（4）ん∈sムゲeならば（α4e‘）1＋α萄eゴ＝（αdアの1＋α｛ぴゴ＝0．
（5）α‘ゴ＝0ならば［e‘，eゴ］＝［∫‘，∫ゴ1＝0．
　3R，吟，五（九る∈5△炉eUs△6πL）はg（5，。△仇）の偶元（その全体をg6と書く）であ
り、e《，五（玩∈。△im）は奇元（その全体を飯と審く）である。口
　Q：＝Σα∈。△Zψ⊂5∨をルート格子とし、各α∈《2に対して、gαを以下のよ
うに定める：
（4・4）　　　9。・＝｛¢∈9；［ん，¢1＝〈α，ん〉¢，∀九∈5R｝．
この時、g（5，ぶ△編）は次のように分解する：
（4．5）卿一偲｝弓　隠｝…）・一
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g（5，8△砺）＝gOΦ9iより各α蔓（〉＼｛0｝に対して、　gα＝gα，6Φgα，iが成り立つ。
α∈Qの重複度をm％lfα：ニdim螂α，0－dim　gα，i∈Zで定義する。（定義より、重複
度は負の整数にもなり得る。）
　B◎rcherdsはGKM（超）代数の分母公式を見い出したが、ここではその中でも3
がWeylベクトルを持つ場合について説明する。
定義4．2．以下の条件を満たすベクトルρ∈5QをWeylベクトルと言う：
　　　　　　　　　　〈ρ，ρ〉≧0，　〈ρ，δ〉＝1　∀δ∈。ムアe．　□
注意．双曲型格子5がWey1ベクトルを持つのは稀である。Nikuliロによればr（5）≧3
を満たし、かつweylベクトルを持つ五x3の原始的双曲型部分格子（の同値類）は
有限個である。　O
　α∈。△加に対して、m（α）∈Zを以下のように定める：
（1）〈α，α＞＞0ならば、1m（α）：＝η1（α）6－ml（α）1．
（2）〈α，α〉ニ0かつα∈Sが原始的ならば、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（4・6）　　　H（1－♂）ア（　）・『τi　戊』1一Σm⑭♂・
　　　　　　　　　カニユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　おコユ
ここで、m（α）．，γ（α）．は（4．2）で現れた重複度である。又、（4．6）は形式的巾級数と
して理解する。
定理4ユ（［BID．5はWeylベクトルρを持つとする。この時、次の形式的巾級数
の等式が成立する：
　　　　　　蕊輌）｛酬一蕊唾）～姻一｝
　　　　　　＝…似H（トe2π輌くα・y））　竺
　　　　　　　　　　　α∈Q＼｛o｝
この形式的巾級数をΦg（s，3△輌m）と書き、g（5，。△仇）の分母関数と言う。ロ
注意．分母公式は5がWeylベクトルを持たない場合にも存在する。その場合、　Weyl
ベクトルは㊥嶋△Zα（各α阜△を自由元として生成された加群）の双対加群の
元である。又、一般には左辺の和は虚単純ルートだけでは済まなくなり、上式より複
雑になる。ここで和が簡単になったのは虚単純ル～トをNEF（S）から選んでいるた
めである。　ロ
　ー般にΦg（5，。が川が正の収束半径を持つかどうか筆者は知らない。仮に無限積が
適当な領域で収束したとすれば、上の公式からΦg（5，。△栖）は（その領域上）5のルー
トに対する鏡映面にのみ1次の零を持つ。
例4．1．定理3．1のΦ（y）はGKM超代数の分母関数の例である。（3．7）のρはA
のWeylベクトルになり、。△lm，。△㍗は次のように与えられる：
（4．7）
。△lm＝｛8（ηρ）；鷹O　m・d2，π＞0｝，。△1㌧｛8（ηρ）；元1　m・d2，π＞0｝・
但し、8（抱ρ）はm（ηρ）葦二8を意味する。｛B31によれば、委はA＝びe五8（－2）に
付随したGKM超代数の分母関数であるばかりでなく、σ（2）Φ琢（－2）に付随した
別のGKM超代数の分母関数にもなっている。　［コ
　その他の面白い分母公式の例は、例えば［B1，31や［G－N1，31等を参照。
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4．2Gritsenko－NikuUnのM加or予想．
定義4．3．5ん5BをLκ3の原始的双曲型格子とする。適当なた∈Nが存在して、
丁方＝55＝5A㊥σ㈹と書ける時5Bは3AのMirror格子であると言われる。又、
S方一K3曲面の普遍族ル1砺は3A－K3曲面の普遍族ルf　5λのMirror族であると言わ
れる。　口
　58が5AのM恒OT格子である時、58－K3曲面の周期領域は5Aに付随した管
状領域に双正則である：
（4．8）　　　　　　　　　Ω3方竺5A⑧R＋v／：丁（撒5A．
但し、0飯は5Aの光錐である（（3．5）を参照）。
注意．瓦≠1の場合、5Aは励のMirror格子とは限らない。た＝1ならば5Aは
58のMirror格子となる。例えば、σ（D　E8（－1），σ㊥E8（－2），σ（2）㊥E8（2）などは
自己M辻rorな格子である。　［コ
　以下5AはWey1ベクトルを持つと仮定する。一般の5A－K3曲面（P‘Cx＝5A
を意味する）に付随したGKM超代数の分母関数は、管状領域SA㊦皿÷〉⊂了C丘
の無限遠点ξ1mダ＝＋◎◎）の近傍の形式的な関数と見なせる。従って、同型（4．8）を
経由してM加。r族のモジュライ空間Wfs宕の尖点の近傍の形式的関数と見なせる。
Gritse丑ko，　Nik磁Dは次の予想を提示した。
予想4．1（［G－N21）．3AがWeylベクトルを持つならば、適当な虚ルート。△㌦と
適当なた∈Nが存在して、GKM超代数g（5A，5△伽）の分母関数Φg（s、，。△・司は
Mirror族の周期領域Ω㌔上の保型関数になる。但し、路＃θA㊥σ㈹である。□
　予想4．1が成り立つ根拠は（筆者の知る限り）何も存在しないが、多くの例で
不思議と正しい。［G－N，1β｜ではア（SA）＝3の場合が扱われており、［B21の結果は
5A＝σeE8（－2），ゐ＝2の場合を肯定している。又、｛B3｝の結果を用いれば、
飯二ぴσe五8（－1），びΦE8（－1）e五8（－1），兎二1等の場合が肯定的である。予想
4ぼに関連して、定理3．3は次のようにも言える。
定理4．2（［YD．予想4．1はSλ＝∫1，ξ（2）（0≦ξ≦8），σ（2），鳶＝2に対して正しい。
即ち、定理3．3の顧に対して、A丘に付随したGKM超代数g（Aた，5△仇）が存在し
て、軌＝《Dg（Aわ3△元m）が成り立つ。（∫1，ξは符合数（1，りの奇ユニモジュラー格子で
ある。）口
　定理3．3はFourier展開について何も述べていないので、それが分母公式に現れ
る形をしていることを見なければならないが、詳細は省略する。定理3．3の直後の注
意で述べたが、（ア，1，δ）＝（10，10，8）の格子、即ち5A＝びΦE8（－2）に対して、その
M加◎r族Ω丘上には重さ12で判別式を特徴付ける保型関数Ψ飯が存在する。この
重s4もあるGKM超代数の分母関数になることが示せる。従って、5A＝σ＄五8（－2）
に対しては、左二1と兎＝2に対して予想4ユが正しい。
　上に現れたような分母関数が保型関数となるGKM超代数の幾何学的意味や構成
を知ることは（少なくとも翫ri餌es曲面の場合に限れば〉大切な問題であると思わ
れる。この超代数の物理的な解釈については（筆者がその内容を理解している訳で
はないが）［H－Mlを参照。
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5．定理3．2の証明の概略
　本節では定理3．2の証明の概略を述べたい。定理2．1の証明の概略を述べたかっ
たが、技術的に随分難しくなるので、最も簡単で最も果実の多いEnriques曲面の場
合だけを扱うことにした。
5．1解析的トーション．（M，g）をコンパクトKahler多様体、ロ匂をM上の（0，　q）一
形式に作用するラプラシアン、σ但匂）＝｛0≦…　≦◎≦λo，璽（1）≦λo遼（2）≦…｝
をO匂のスペクトル，ζ◎．璽（8）・＝Σ桑〉、λ。，9｛匂一5を（砿9）のスペクトルζ潤数と
する。この時、ζo，g（3）は全平面上有理型で、5＝◎で正則である。
定義5．1．解析的トーションとは次式で定義される実数である：
・（ルf，9）・－H（d・・□・・）（－1戸・，由・…－pC‡⇒・□
q≧0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5＝0
5．2コホモロジーの行列式とQuillen計量．π：X→5を複素多様体間の固有平滑
Kahler射とする。
定義5．2．コホモロジーの行列式とは以下で定義される5上の直線束である：
　　　　　　　　　　λ（x／5）：＝㊦（det跡πρx）（づ）曜・口
　　　　　　　　　　　　　　　4≧o
　λ（X／5）には次の様にしてHermite計量が入る。9x／sを稲対接束TX／5：＝kerπ。
上のKahler計量、？扮ロ（X‡）をファイバーX£上の調和（0，q）一形式の空間とする。
Hodgeの定理より、λ（X／ぷ）のファイバーは調和形式の空間の行列式と見なせる：
（5．・）　λ澱一⑧（d・・町X，，・品））（－1）4竺⑧（d・・冗゜・（X∂）（－1）q
　　　　　　　　q≧O　　　　　　　　　　　　　　　q≧0
調和形式の積分を通じてλ（X／5）にHer皿te直線束の構造が入り（五2一計量と呼ば
れる）、それを｛㍉場2と書く。
定義5・3・λ（叉／S）の9x／5に関するQ逼題計量とは以下で定義されるHermae計
量のことである：　1㍉品（¢）：＝ア（X∂揖・1｛t。（Z）．口
　次の2定理はBismut，　G姐et，　soul6により示されたもので、　Quillen計量に関し
て最も基本的である。
定理5．1（IB－G－s］）・c1（λ（x／s）Q）をλ（x／5）Q：＝（λ（x／s），　ll・11Q）のChern形式
とすれば、
　　　　　　　　・、（λ（x／s）Q）＝π。（T4（TX／519x／。））叫□
定理5．2（［8－G－SD．9x／5，　g知sをK謝鍵計量の族、1川Q，川るを9x／s，　g幻s
に関するλ（X／5）のQw滋孤計量とすれば、
　　　　　　　bg（i㍉賂旧1ρ）2一万（涌（TX／5・9x／・，蜘・））⑭
但し、τば（7’X／5；9x／5，gk／3）はBott－Chern類である。臓
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5．3定理3．2の証明．簡単のためΩE（2）＝Ω，冗E（2）＝κ，rE（2）ニr，アE（2）＝テ，’
ωE（2）＝ω，etc・とおく。
命題5．1．（X，κ）をRjcci一平坦Enriques曲面とすれば、？（X，κ）＝　勿ol（X，κ）ア（X，κ）
はκに依らない。特に、テはr一不変なΩ0上の関数である。即ち、κ0，κ1をX上
の勝手なRicci一平坦Kah1在計量とすれば、
　　　　　　　　　　1・g‖姜1：iトi1・畷蔓：lii・・
証明．Xの不変被覆空間を（Σのとし、ωをγ上の正則2形式とする。又、κ．
の持ち上げも同じ記号で表す。Hq（X，　Ox）＝0（g＞0）からλ（X）（＝λ（X／クε））＝
（c・1xである。1十11Q，κ．をκ。に関するλ（x）のQ頑1e鳳計量とすれば・定義より
lllxllる，κ．＝ア（X，κ．）”or（X，κ。）なので、次が定理5．2より従う：
（52）畷：i綴湊：：ii一巨（x・…κ・）∋伸Y・嚇
κε（◎≦老≦1）をκ◎とκ1を結ぶRicci一平坦計量のホモトピーとする。（このような
ホモトピーの存在はYauの定理から従う。）κfのRicci一平坦性は次の方程式（Ricci一
平坦Monge－Amperら方程式）を導く：
⑬　　・1－∫（りω〈○（り一響）・
現∈且eγm（τX）を∂¢κオ（μ，∋＝κ¢（現隅u）（∀μ，η∈TX）で定義すれば、（5．3）より
次が成り立つ：
（5．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τアL舌＝∂zl◎9了（き）・
（酩κ£）の曲率をR‡とすれば、Bott－Chern公式より次が従う：
　　　　　辰（・・，・・）一〃°賦1…q（＆紬）・・（＆醐
（…）　　一〃°（叫・（R・）
　　　　　　　　　　　　イ鶴聯）上（γ）一・（κ3）海・需
κ（κ3）＝24であるから、（5．5）を（5．2）に代入して命題を得る。口
注意．テがRicci一平坦計量に依らないことから、それがΩo上のr一不変関数に同一視
できることを見るにはEnriques曲面に対するToreUi定理を用いる。□
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命題5．2．ルfO上、次の公式が成り立つ：
　　　　　　　　　　　　　Z＿　　　　　　1　　　　　　　　　　　　莇∂∂1°gτ＝一ラω・□
証明．SをΩoの小開集合とし、　p：X→5を5上のE征iques曲面の普遍族とし、
狽：（｝～の→Sをその普遍被覆空間の族とする。｛ω、｝、但をγ／5の正則2一形式の正
則族とする。L→Xを偏極とし、9x～sをLに付随した磁ccL平坦計量の族とする。
即ち、各5∈5に対して、κ8：＝ヨx／51エはRiccト平坦計量で、［κ。］ニ・、（五）が成り
立つとする。9x／s，κ。のγ／5への持ち上げを9y／5，κ。で表す。9Y／5のRiccL平坦
性から次が従う：
㈹　　　・1一蒜1手一
これより、c1（x／5，卿ぷ）＝c1（Y／5，9Y／s）は次のように計算できる：
　　　　　　　　　　　　や　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　な　エ　　　　　　ん㌻lll：：寵酬1酷『西
ここで、最後の行はSchumache玄の定理から従う。ヵoZ（x5ヅκs）＝deg　Lに注意して
定理5．1をρ：X→5に適用すると主張を得る：
　　　　　　　ち　　　　　　　　　　　な　　　　　　　　万∂∂1・gピ万∂∂1・9［・（X／5，9X／S）η0～（X／5，9X／5）］
　　　　　　　　　　　＝c1（λ（x／5）Q）
　　　　　　　　　　　　　　1（5．8）　　　咋藪c・（X／S卿・）c・（X／ぴ・x／・）
　　　　　　　　　　　一外［一晶がω∧・セ（x／易9x／5）1
“　　　　　　　　　　　　x（ぴ唾冠e5）　　1
　　　　　　　　　　　＝　一　　　　　　　　　　　　　ω＝一一・ω衡　　　　　　　　　　　　　　　24　　　　　　2
但し、projection　fo㎜ulaを第4行から第5行に行くのに用いた。□
命題5．3．7：△→Ωを正則曲線で、7（0）で冗に横断的に交わるとする。この時、
（午に依存する）定数0が存在して、次の漸近公式が成り立つ二
　　　　　　　　110gデ（η（3））1≦Cloglsl2十〇（1）　（8－→0）．
特にこれよりlog子はM上局所可積分で、次のカレント方程式が成立する：
　　　　　　　　　　　　i＿　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　否捌・9テ＝αδ究一ラω・
ここで、α∈皿は定数で、δ％は冗に台を持つD紘cのδ一関数である。□
　命題5。3の証明には、K3曲面の1型退化に対するM◎ロge－Ampもre方程式の解の
一様02一評価（｛Kblの一般化）を確かめることにより示される。大事な点は、　Monge－
Amperさ方程式の良い（亡挙動の良くわかる）近似解を構成することにあるが、か
なり技術的になるので雀略する。又、判別式軌跡κがMの既約因子であるという
Enriques曲面の特殊事情も用いている。
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定理5．3．ΦをBoτcherdsΦ一関数とすれば、定数Cが存在して、　M上、次が成り
立つ：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　 テ＝（フllΦll一τ．□
証明．ΦはΩ上の重さ4で貿に1次の零を持つ保型関数なので、次のカレント方
程式を満たす：
（・・9）　　　㌃∂∂1・・llΦll2－・・一δκ・
命題5．3と（5．9）より、次が従う：
（ぴ1の　　　　　　　　　　　　　㌃∂∂1◎9P‖Φll4］一（α一；）δ貿・
テ，ll酬はともにΩ上のr一不変な関数なので州Φ旧はM上の多重調和関数になる。
dimル1＊＼ル1＝1なので、且artogus型定理を用いてデllΦll▲はル（傘上の多重調和関
数に拡張される。α≠1とすれば、（5ユのより∂log州《剖きは既約因子貿のみに対
数極を持つ有理形1形式であるが、これは留数定理に矛盾する。従ってα＝きであ
り、（5．10）より刊Φ峠はルf＊上で定数である。口
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